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...y para desperezarnos un poco, ahi
van unas cuestiones sencillas para en-
trar en materia y en calor. Tratemos de

resolverlas antes de seguir adelante.

Después de gastar 115 del sueldo en
ropa, 114 en comida, 113 en alquiler y
116 en otros gastos, me quedaron 120
pesos. ;Cudl es mi sueldo? (*)

Dada la suma de fracciones % + % + %
+ L+ +.L, jcudles sumandos deben
suprimirse para que la suma de los

restantes sea igual a I?

introduccion...

sos. Al cabo
de un mes,
el vendedor
le aplicd un
30% de des-
cuento; pero
como seguia
sin venderse,
decidié re-
matarlo con
un descuento
adicional del
20% sobre el dltimo precio. ;Cudl fue
el precio definitivo de venta?

S Esci i 7,8
¢Existe alguna fraccién entre Ty 37

I Indique cudles de las siguientes expre-
siones no representan a la fraccion 413:
a) 1,333... b);x4 <c)l+ ]
A1 2 Db it
h) 133%

Interpole tres fracciones entre 114 y
112.

En una tienda de ropa, un vestido
de sefiora se vendia por 1.200 pe-

;Cudl de las siguientes cinco frac-

ciones tiene el mayor valor: 7/8
66177 555/666 4444/5555
33333/44444?

2. ;Cuantos libros hay en una bibliote-
ca, si al intentar sumar la mitad mas
la tercera y la cuarta parte de los
mismos nos excederiamos en 3 del
total de los libros?

Bien, ya tenemos nuestras respues-
tas, que iremos contrastando con las
indicacionesy ejercicios que planteare-
mos a lo largo de las siguientes lineas.

(*) Aviso a los navegantes: Las respuestas a los ejercicios precedidos por un numero en negrita aparecen al final del Cuaderno. Las
respuestas a los ejercicios que no se encuentran precedidos por un numero son para que las construyas y las valides con tu grupo de trabajo.

Para referirnos a las fracciones en su forma numérica habitual, utilizaremos los simbolos 7/8 ¢ bien %



Y un segundo recordatorio:

La sugerencia que proponiamos en
el Cuadernon®1 vy que siempre presidira
los demas Cuadernos: vamos a estudiar
matematica, pero no lo vamos a hacer
como si fuéramos simplemente unos
alumnos que posteriormente van a ser
evaluados, y ya. No. Nosotros somos
docentes —docentes de matematica
en su momento— y este rasgo debe ca-
racterizar la forma de construir nuestro
pensamiento matematico. ¢Qué signi-
fica esto?

¢ [a presencia constante de la meta
ultima de nuestro estudio: alcanzar unos
niveles de conocimiento tecnolégico y
reflexivo, lo cual debe abrir ese estudio
hacia la busqueda de aplicaciones de
lo aprendido, hacia el analisis de los
sistemas que dan forma a nuestra vida
y utilizan ese conocimiento matematico,
y hacia criterios sociales y éticos para
juzgarlos.

e Construir el conocer de cada tdépico
matematico pensando en cémo lo ense-
Namos en el aula, ademas de reflexionar
acerca de cémo nuestro conocer limita
y condiciona nuestro trabajo docente.
De esta forma, integrar nuestra practica
docente en nuestro estudio.

e Como complemento de lo anterior,
construir el conocer de cada tépico

matematico pensando en cémo lo po-
demos llevar al aula. Para ello, tomar
conciencia del proceso que seguimos
para su construccioén, paso a paso, asi
como de los elementos —cognitivos,
actitudinales, emocionales...— que se
presenten en dicho proceso. Porque
a partir de esta experiencia reflexiva
como estudiantes, podremos enten-
der y evaluar mejor el desempefio de
nuestros alumnos —a su nivel- ante los
mismos temas.

e En definitiva, entender que la
matematica es la base de su did4ctica:
la forma en que se construye el cono-
cimiento matematico es una fuente
imprescindible a la hora de planificar y
desarrollar su ensefianza.

Y ahora, vamos al tema de este Cua-
derno, el orden de las fracciones y las
posibles operaciones entre ellas.

1. Un repaso al Cuaderno n° 9...

Enrazén dela continuidad tematica
con el Cuaderno anterior, empezaremos
pOr proponer unos ejercicios como
recordatorio de algunas cuestiones uti-
les para el contenido que se expondréa
después.

3. Escriba las fracciones mixtas corres-

pondientes a las fracciones impropias:

719 20
526’2

4. Si el subconjunto de los 3/7 de un
conjunto discreto estd formado por
21 objetos, ;cuantos objetos tiene
todo el conjunto?

5. Represente las siguientes fracciones

4 .19 7 27
en forma decimal: 2%, 21

6. Obtenga la fraccién generatriz
irreducible de las siguientes expre-
siones decimales: 2,0118 3,75
048 0,53

7. Resuelva los siguientes ejercicios de
conversion de fracciones entre los siste-
mas de representaciéon que se indican:
a) 20/4 a decimal b) 250% a fraccion
numérica c) 100% a decimal d) 20/5
a porcentaje €) 10 a porcentaje f) 3/5
a porcentaje

8.Halle la fraccion irreducible en cada

.32 168 12
caso.s—é,”—o,i

9. Determine si los siguientes pares de

fracciones son equivalentes:

55.,9 128, 112
AT w2

Calcule mentalmente las expresiones

decimales correspondientes a las frac-
i iotni .6 9 18 1 9 13 0
ciones siguientes: $, 2,12, 11,2 2.9

Calcule mentalmente las fracciones
numeéricas irreducibles correspondientes
a las expresiones decimales siguientes:
0,35, 2,2; 1,25; 2,5; 2,8; 0,15




Estime el valor de las siguientes frac-
ciones, aproximandolas a fracciones

numéricas mas sencillas:%; 1,48; %;
;0,31

2. El orden de las fracciones
Ordenar fracciones de acuerdo con
su valor no es algo complicado. Si éstas
vienen dadas en los sistemas de repre-
sentacién decimal, porcentual o punto
sobre la recta, el asunto esta resuelto:
solo hay que saber ver (puntos sobre
la recta) o comparar nimeros enteros
(porcentajes) o decimales.

Si las fracciones vienen expresadas
en cualquier otro sistema, la manera mas
sencilla de determinar cudl es la mayor
de dos dadas es —como ya lo deciamos
en el Cuaderno anterior— traducirlas a
su expresion decimal y decidir en con-
secuencia. De todas formas, vamos a
explorar algun otro procedimiento —den-
tro del propio sistema de representacién
numérico— para el caso de fracciones
expresadas en este sistema.

Si las fracciones poseen el mismo
denominador, tampoco hay problema
alguno: basta comparar los numeradores
y decidir en consecuencia. Asi, 6/13 es
mayor que 5/13 porque en la primera
se consideran mas partes congruentes
del todo que en la segunda. El problema
puede presentarse cuando las fraccio-
nes poseen denominadores distintos.

Tomemos el ejemplo de las fracciones
3? y 131 En principio no sabemos “dénde
hay més”, pero la via de averiguacién
luce evidente: llevemos las dos fraccio-
nes a un denominador comun.

La magia del denominador comun

Reducir dos fracciones a un denomina-
dor comun consiste en hallar un par de
fracciones respectivamente equivalentes a
cada una de ellas y que posean el mismo
denominador: La prioridad estd, pues, en la
busqueda de ese denominador. Por lo que
dijimos en el Cuaderno anterior acerca de
las fracciones equivalentes, ese denominador
comun debe ser fruto de una amplificacién
de los dos dados (o, al menos, de uno de
ellos), lo que significa que ha de ser mltiplo
de ambos. Es decir, comun. El primero que
satisface la condicién de ser mdltiplo comun
es, precisamente, el minimo mdltiplo comudn.
Por consiguiente, el denominador comun
mds pequefio es el minimo mdiltiplo comdn
de los dos denominadores dados.

Al dividir ese denominador comdn entre
cada uno de los denominadores iniciales
logramos descubrir cudl es el factor de
amplificacién que se va a utilizar en cada
fraccién. Si ahora lo aplicamos a los respec-
tivos numeradores, conseguiremos las dos
fracciones equivalentes a las dos iniciales, y
con un denominador comun.

En el ejemplo anterior (2y4 ), para buscar
las fracciones equivalentes hallamos prime-
ro el denominador comin:mm.c.(11,4) =
44.El factor de amplificacion para la primera
fraccién es44: 11 = 4,y para la segunda, 44
:4 = | I.Los respectivos numeradores seran:
4x3=12,y Il x| =11.Las dos fracciones
equivalentes son, respectivamente, 2y o
Ahora se “ve” que 3/1| es mayor que 1/4.

No siempre el mm.c. de los dos deno-
minadores coincide con su producto (ya
sabemos que esto sélo ocurre cuando los
dos ndmeros son primos relativos, como
vimos en el Cuaderno n° 8). Por ejemplo,
para el caso de Ly 2 se tiene: mm.c.(12,
28) = 84. El factor de amplificacion para
la primera fraccién es 84 : 12 = 7,y para
la segunda, 84 : 28 = 3. Los respectivos
numeradores serdn: 7 x 7 =49,y 3 x I5
= 45. Las dos fracciones equivalentes son,
5

respectivamente, 2y £.Y “se ve" que 7/12

es mayor que 15/28.

También puede darse el caso de que uno
de los denominadores sea mdltiplo del

)



otro, con lo cual el primero pasa a ser el
denominador comun. Por ejemplo, para el
caso de2 y 2 se tiene:m.m.c.(4, 32) = 32.
El factor de amplificacion para la primera
fraccion es 32 : 4 = 8,y para la segunda, I.
Los respectivos numeradores serdn: 8 x
3 =24,y | x 23 = 23. Las dos fracciones
equivalentes son, respectivamente, 2 y Z.

“Se ve" que 3/4 es mayor que 23/32.

La busqueda de fracciones equivalentes a
dos (o mds) dadas es una actividad muy
Util para tareas como comparar (la que nos
ocupa ahora), sumar o restar fracciones o
resolver problemas que impliquen el uso de
fracciones (como veremos mds adelante);
debe, pues, convertirse en algo muy familiar,
casi rutinario, pero sin que esto implique
perder el sentido de lo que se hace.

Por ello se sugiere utilizar el mecanismo de
la buisqueda del m.m.c. de los denominado-
res dados, y de los respectivos factores de
amplificacién, y no reglas memoristicas (por
ejemplo,“para compararfy-<, se multiplican
axdybxcyse comparan ambos produc-
tosisiaxd>bxcentonces&><;siaxd
<bxcentoncest<Sysiaxd=bxc
entonces £y < son equivalentes”). Reglas
como éstas deben aparecer posteriormen-
te, al ser descubiertas y dotadas de signi-
ficado por los que aprenden una vez que
entiendan el porqué de los procedimientos;
pero no deben ser ensefiadas al comienzo,

ni exclusivamente, sin otra explicacién. Esta
presentacidn sélo memorifstica y formulista
no lleva al encuentro con la verdadera
matematica...

Una dftima consideracion acerca de la ra-
zén por la que se sugiere acudir siempre al
mecanismo de la buisqueda del mm.c. de
los denominadores, y no conformarse con
(y tener que “cargar”) multiplos mayores:
por economia. Por ejemplo, cuando se trata
de mangos y de naranjas, el denominador
comun inmediato es"frutas’’; otro denomina-
dormids*“‘amplio”, que incluye al anterior; serfa
“productos vegetales'; v otro, todavia mds
amplio, serfa“‘objetos de la naturaleza”. Si no
hay requerimientos agregados, es suficiente y
mas preciso el denominador frutas.

Lo mismo ocurre con el denominador
obtenido por la via del m.m.c. de los
denominadores dados: es mds preciso y

suficiente. Si se utilizan denominadores mds
“amplios” (multiplos del m.m.c.), llegaremos
a fracciones equivalentes mds abultadas, mds
“molestas” para manejar..

Por ejemplo, en el caso de 2y 2, si se toma
por denominador comun el producto 4 x
32 = 128, el factor de amplificacion para la
primera fraccién serfa 128 : 4 = 32,y para
la segunda, 128 : 32 = 4. Los respectivos
numeradores serian: 32 x 3 =96,y 4 x 23
= 92. Las dos fracciones equivalentes serian,
respectivamente, 2 y 2L Se sigue viendo que
3/4 es mayor que 23/32, pero los célculos
han sido algo méds engorrosos v las fraccio-
nes finales mds abultadas. Imaginemos si se
tratara de denominadores alin mayores...

Y ya que hablamos de economia, tampoco
estd de sobra advertir que si las fracciones
que se desea ordenar no vienen en for-
mato irreducible, conviene llevarlas a tal
formato. Asf, por ejemplo, para comparar &
y% lo primero que hacemos es observar
que ambas son reducibles, simplificables: la
primera se reduce a 4/5,y la segunda a 3/4.
Ahora si se puede buscar el denominador
comun, que serd 20 (y no 180, como se
hubiera obtenido al calcular m.m.c.(20,
36)...), y continuar: Sin olvidar nunca que
disponemos del recurso de comparacion
de los decimales correspondientes, que en
este caso nos dice que 27/36 (3/4 = 0,75)
es menor que 16/20 (4/5 = 0,8).



Justifique la regla mencionada anteriormen-
te: “Para comparar -y &, se multiplican a x
dy b x cy se comparan ambos productos:
siaxd>b xcentonces><;siaxd
<bx c,entonces%<%,ys: a X d bxc,
entonces ¢y < son equivalentes”. Aytdese
con el recurso de reducir las fracciones 2y
< al denominador comtin b x d.

10. En cada par de fracciones decida
cudl es la mayor: By 2;2l y26,0,45y 5.
Utilice el procedlmlento que desee.

;Cudl de las siguientes fracciones tiene

-7 66 555 4444 33333 )
mayor valor: 8777 666 5555 44444 °

Este es un caso tipico en el que, antes de
proceder, hay que llevar todas las fraccio-
nes a irreducibles. Asf transformadas las
7 6
fracoones son, respectivamente: L 55 6 5>’
2. Bl recurso a los decimales nos permite

asegurar que la fraccién mayor es 7/8.

Ordene de menor a mayor las siguien-

tes fracciones: 150,315 43y 3
La presencia de tantas fracciones y de algu-
nos denominadores tan altos, nos sugiere
la utilizacién de las expresiones decimales
para todas las fracciones, antes que la bus-
queda de un denominador comun. Estas
expresiones decimales son: 1/3=0,3; 0,31;
14/45 =0,31; 31/99=0,31; 3/10=0,3.Y
ordenadas de menor a mayor: 3/10 < 0,31
< 14/45 < 31/99 < 1/3.

Quiza la resolucién del ultimo ejer-
cicio nos esta llevando a preguntarnos
si las fracciones pueden estar tan “pe-
gadas” unas de otras como uno pudiera
imaginar; en otras palabras, que si doy
dos fracciones muy préximas, siempre
puedo ubicar otra en medio de ambas.
Esto eslo que planteaba uno de los ejer-
cicios propuestos al comienzo:

o . 7,87
(Existe alguna fraccion entre Iy 3

Aparentemente, pareciera que no. Pero ya
sabemos que tenemos el recurso de los
otros sistemas de representacién para ver
mds alld de las limitaciones de cada sistema
en particular Asi, llevadas a su expresién
decimal, estamos preguntando si existe
alguna fraccion entre 0,7 y 0,8. Y vemos
que hay... infinitas. Por ejemplo: 0,78;0,78;
0,79;0,791; 0,8; 0,83; 0,85; etc.Y si lo de-
seamos, podemos expresarlas también en
la forma numérica; asi, por ejemplo, las tres
dltimas: 4,2, IZ.

Otra forma de visualizarlo es amplificando
ambas fracciones; por ejemplo, llegando a
=Y 5. 1o que nos permite ubicar en me-
dio la fraccién 2 (justamente 2 ). Pero si el
factor de amplificacién hubiera sido 5 (£ y
40), contarfamos a la vista con 4 fracciones
intermedias: % (justamente &), 37, 38 y 32
otra manera de ver que existen infinitas

fracciones intermedias.

El hecho de que siempre existan
infinitas fracciones entre dos dadas, por
muy préximas que parezcan —es decir,
que no haya “huecos” entre cualquier
par de fracciones—, es una propiedad
que recibe el nombre de densidad del
conjunto de las fracciones. Esto, evi-
dentemente, no existia en el conjunto
de los numeros naturales.

A veces se desea introducir un nu-
mero determinado de fracciones entre
dos dadas, pero, ademas, que queden a
“distancias” iguales unas de otras. Esta
actividad recibe el nombre de interpola-
cién de fracciones. En el ultimo ejercicio
hemos visto la forma de resolver este
problema si las dos fracciones extremas
se presentan con el mismo denomina-
dor. Vamos a uno de los casos propues-
tos al comienzo del Cuaderno:

Interpole tres fracciones entre 1/4
y 1/2.

Primero, trataremos de llevar las dos frac-
ciones a expresiones equivalentes con un
denominador comun. Aquf la tarea es sen-
cilla: /4y 2/4. Como nos solicitan interpolar
tres fracciones, utilizaremos 4 como factor
de amplificacién de ambas fracciones, que
pasan a ser: & y|8_e Las fracciones a inter-
polar son, pues:2,&,(62) yL.
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Para culminar esta parte, vamos a
dejar establecido que entre dos frac-
ciones cualesquiera siempre existe
una relacion de orden: cualquiera de
ellas siempre es menor, igual o mayor
que la otra.

3. La suma de fracciones

De entrada digamos que como la
fraccién se presenta como “numero
que mide el numero de veces que la
parte estd contenida en el todo, con-
siderado éste como la unidad”, resulta
bastante espontédneo establecer una
aritmética de las fracciones, es decir,
considerar las operaciones aritméticas
aplicadas a las fracciones. En este sen-
tido y como en el caso de los numeros
naturales, antes de establecer los pro-
cedimientos o algoritmos operativos
necesitaremos dotar de sentido a cada
operacion.

3.1. ¢Qué significa
sumar fracciones?

¢Qué significa una expresién como
§+%? Evidentemente, no podemos ha-
blar del “cardinal del conjunto unién...”
tal como lo haciamos para la adicién
de numeros naturales en el Cuader-
no n° 3. Pero si podemos recoger el
sentido de la suma “como un modelo
de situaciones de la vida diaria, o de
situaciones ludicas, o de otras areas
del saber:

1. Situaciones de agrupar, reunir,
juntar... lo que aportan varios
simultdneamente.

2. Situaciones de agregar, afiadir...
algo a lo que ya existe.

Estas situaciones suelen venir
caracterizadas —en la interpretacion
verbal que de ellas hace el sujeto— por
verbos tales como recibir, agregar, ga-
nar, reunir, adquirir, obtener, acumular,
guardar... y otros similares. En estas
circunstancias, la operacién aritméti-
ca de la adicién nos ayuda a llegar al
resultado de calcular el total de las can-
tidades recibidas, agregadas, ganadas,
reunidas, etc.”

Hasta aqui un extracto de lo expre-
sado en el Cuaderno n° 3; todo ello es
vélido también en el caso de las frac-
ciones, con la salvedad de que lo que
ahora se agrega o reiine son partes de
un todo. Asi, §+ %es la operacién que
sirve de modelo para una situacién en
la que, por ejemplo, estamos reunien-
do 2/3 de una pieza de tela con 1/5
de la misma pieza (u otra similar), y
deseamos tener una “medida” del total
reunido, medida expresada también
en términos de fraccién de la pieza
completa de tela.

3.2. Sumar fracciones
en siete sistemas
de representacion...

De nuevo la diversidad. Es decir, la
posibilidad de efectuar la operacién en
cualquier sistema y, en particular, en el
que resulte méas cémodo en cada caso.
Pero primero veamos cémo se suma al
interior de cada sistema de represen-
tacion.

a) Decimal: Simplemente se su-
man las cantidades decimales. Es un
método muy sencillo y directo para el
caso de expresiones decimales exac-
tas; por ejemplo, 0,5 + 0,208 + 1,25
= 1,958. En el caso de expresiones
periddicas, hay que sumar con mas
cuidado, porque el resultado sera
probablemente otra expresién decimal
periddica.

Por ejemplo: 0,3 + 0,83 = 0,3333...
+ 0,8333... = 1,1666... = 1,16. Es
decir, se trata de extender suficiente-
mente los decimales de los periodos,
sumar, y tratar de ver qué nueva frac-
cién periddica se genera. Asi: 0,127 +
2,1534=0,1272727... + 2,153434...=
2,280707...=2,2807. Pero sise encuen-
tran dificultades para ello, es preferible
pasar los sumandos a la forma numérica
y proceder como se diréd luego.

b) Porcentual: Se suman los porcen-
tajes. Por ejemplo, 40% + 35% = 75%.



c¢) Punto sobre la recta: Se toman
los segmentos que van del origen a cada
uno de los puntos sefialados, se conca-
tenan sobre la recta a partir del origen y
se marca el punto extremo del segmento
suma. No es recomendable trabajar en
este sistema por el riesgo de imprecisién
al manejar los segmentos (al medirlos y
transportarlos).

Obsérvese que en los tres sistemas
anteriores la suma es directa, ya que en
ellos no existe la equivalencia interna de
fracciones y, por consiguiente, los su-
mandos no admiten transformaciones.

d) Numeérico (y verbal asociado):
Este es el caso que habitualmente (y
casi siempre, Unicamente) se presenta
en los textos. Vamos a trabajarlo con
mas detalle. En primer lugar —y puesto
que ahora aparecen denominadores—,
recordemos lo expresado para tal situa-
cién al hablar de la suma de numeros
naturales (Cuaderno n° 3): puedo sumar
3 pinas con b pinas para tener 8 pifas,
porque ambos sumandos poseen el mis-
mo denominador. Pero si quiero sumar 3
pifias con b naranjas, no puedo llegar
a un resultado unico a no ser que halle
un denominador comun para ambos
sumandos, que puede ser frutas: tengo,
en total, 8 frutas.

Asi, la suma 2+ £da como resultado
20/17, ya que estoy agrupando 5 die-

cisieteavos (porciones obtenidas al di-
vidir un todo en 17 partes congruentes)
con otros 15 diecisieteavos, lo que me
produce un total de 20 de éstos. Pero
para el caso de la suma 1+ £, primero
debo reducir ambas fracciones a un
denominador comun —tal como se hizo
antes— y luego proceder a sumar los

.1, 3 _54 6._ 11 21
numeradores: ;+ z =5+ 5= 15 - Analo

16 27— 4 3_16 15 — 31 11
gamente, s+ 5=+ =5+ %= E(lir

como fraccién mixta).

Buscar el denominador comun de
dos fracciones para proceder a su suma
Nno es, pues, solamente una técnica o
método para sumar, sino prioritariamen-
te una necesidad tedrica: si no existe
un denominador comun, la suma no
es posible en el sistema numeérico de
representacién de las fracciones.

e) Grafico continuo: En este sis-
tema también hay que contar con un
mismo tipo de divisién del todo (un
mismo numero de partes congruentes)
en cada una de las fracciones. Si éstas
no lo tienen inicialmente, hay que pasar
a expresiones graficas equivalentes.

Por ejemplo, para sumar ++ 1, la
situacion gréfica seria:

Bl problema consiste en encontrar
una cuadricula de tamafio menor a las
correspondientes a 1/3 y 1/5, que en-
caje un numero de veces exacto en 1/3
y otro numero de veces exacto en 1/5.
Esto se consigue si la cuadricula 1/3
se divide en b partes congruentes y la
cuadricula 1/5 en 3 partes congruentes:
en ambos casos se conseguird una cua-
dricula del tamafio 1/15 del todo:

I/3 dividido en 5 partes congruentes:

LLITT]

I/5 dividido en 3 partes congruentes:

LI

Y como puede observarse, las cua-
driculas de tamafio menor coinciden
en ambos casos y representan 1/15 de
la figura total. Ahora los sumandos se
transforman en:

Y la suma, agrupada sobre el gréafico
de una sola unidad, es 8/15:

Como puede observarse, el procedi-
miento “dibuja” lo que hacemos cuando
sumamos en el sistema numérico a/b
y tiene esa virtud visualizadora. Pero

11
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—una vez asimilado el procedimiento
y su significado— también se pueden
pasar las fracciones gréficas a la forma
a/b, sumar en este sistema y devolver
la respuesta en forma grafica, si asi nos
interesa.

f) Grafico discreto: Este sistema
no se presta con tanta claridad para
representar la suma de fracciones y
puede conducir a resultados erréneos.
En efecto, en la suma %+ ¢, los suman-
dos (el numero de ® respecto al total de
objetos) vendrian representados, por
ejemplo y respectivamente, por:

e kK e Kk Kk
* ok * 0k

Al efectuar la suma —entendida como
agrupacién—uno tenderia a reunir todos
los objetos en un solo conjunto:

. ¥ ¥ . * *
* * * o Kk

lo que ofreceria la visualizacién enga-
fiosa de la fraccién 3/11 como resultado
dela “suma”. Obsérvese ademas, que si
para designar 1/3 hubiéramos dibujado
un ¢ y dos %, tendriamos en la agrupa-
cién final la fraccién correspondiente a
2/8, de modo que la suma dependeria de
las diversas representaciones de cada
sumando, con lo que no se garantizaria
un Unico resultado final.

Esta ambigliiedad de la suma en el
sistema de representaciéon gréfico dis-
creto se debe al manejo de cantidades
discretas, las cuales “arrastran” haciala
aplicaciéon de la suma de numeros natu-
rales, perdiéndose de vista la situacion
de fracciones. Por eso es preferible, silos
sumandos se presentan en este sistema,
pasarlos al sistema numeérico, sumarlos
dentro de éstey, si asi se requiere, pasar
larespuesta de nuevo al sistema grafico
discreto.

En resumen, vemos como se suma
en cinco de los siete sistemas de repre-
sentacion (excluimos el verbal, por su
dependencia inmediata del numérico, y
el gréfico discreto por su ambigtedad).
El de uso més sencillo, aunque limitado
en su aplicacioén, es el porcentual. Entre
los cuatro restantes —aplicables a cual-
quier tipo de fracciones—, el de acceso
mas rapido a larespuesta es el decimal,
y el que mas se ha promocionado tra-
dicionalmente, el numérico. En el caso
de los dos sistemas restantes (gréfico
continuo y punto sobre la recta), es
preferible llevarlos a la forma numeérica
y proceder a sumar en ella.

I 1. Efectie las siguientes sumas de
fracciones (hdgalo como lo desee):

a)Z+%f b)1,5+23 )3+
d);+008 e)l+l+s
0L+ 3tk

Y ahora veamos algunas situaciones
particulares:

La suma de un entero mds una fraccion
puede facilitarse si nos familiarizamos con
las diversas formas que pueden adoptar los
enteros como fracciones cuyo numerador
es mditiplo del denominador: Asf, | +2pue-
de pasarse inmediatamente a 12+, es decir,
Z.Andlogamente, 5 +£=2 +4=2,

Las fracciones mixtas pueden verse como
la suma de la parte entera y de la fraccidn
propia. Asl,3Zequivalea3 +2da 2+
2= 17 Esta es la manera de pasar de una

5 5
fraccién mixta a una impropia.

Efectie la suma: % + 2{

En el sistema numérico se tiene: denomi-
nador comin = m.m.c.(5,6) = 30. El factor
de amplificacion para la primera fraccién
es 6,y para la segunda, 5. Los respectivos
numeradores seran: 6 x 13 =78,y 5 x 23
= | 15. Las dos fracciones equivalentes son,
respectivamente, 78/30 y 115/30.Asi: 2 +
B =18+ 15=13 §jhubiéramos llevado las
fracciones a la forma decimal, tendriamos:
13/5 = 2,6 y 23/6 = 3,83, cuya suma es
6,43. La expresion numérica de 6,43 es:
643 -64 = 579 = 193

90 90 30 °

Pero hay todavia otra forma de efectuar la
suma, llevando los sumandos a la forma de

)
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fraccion mixta: 23+ 32=2+3+3 +2=5
+3+ 2. Ahora se trata de sumar estas dos
: 345=18425 43— 13

fracciones (5+ 2=S+B=8=1+1)y
agregar 5 unidades. El resultado final es 6 +
13 =180 4 13 — [93 -
5= 8+ 3 =12 Como vemos, se presen

tan tres formas de efectuar la suma: jcual

considera como la mejor para usted?

Es importante familiarizarse con los resul-
tados de las sumas de las fracciones mads
habituales. Por ejemplo, 1+ ;=3 6 1+ + +
3= ¢, resultados a los que se puede llegar
mediante un cdlculo mental, bien sea mane-
jando los decimales asociados o buscando el
denominador comun. Asf, para el segundo
ejemplo, 4+ ++ 4= 0,5+ 0,25 + 0,125 =
0,875 = 7/8; o también: 1.+ -+ —;= % +§+
+ = L. El gjercicio de este cdlculo mental
con fracciones debe ser uno de nuestros
objetivos de aprendizaje y debe ponerse

en prdctica en lo posible.

Realice mentalmente las sumas de las
siguientes fracciones:

T4l gl 340 43143 143411
2 3 6’ 5 4 20° 2 8’5 4 20° 2
# Ll gl 240 341 41

4 6 12° 3 6’ 5 3 15

iCudl es el resultado de la suma 0,3
+0,6!

Sumadas como expresiones decimales, el
resultado es:0,3 + 0,6 =0,333... + 0,666...
=0,999... = 0,9. Ahora bien, si al inicio hu-
biéramos pasado a la forma numérica (0,3
=3/9=1/3y0,6 =6/9 =2/3) tendriamos:
0,3 +0,6 =1+2=2= | Ambas respuestas
(0,9 y 1) son vdlidas pues, como vimos en
el Cuaderno anterior, representan el mismo
valor: la unidad.

Llegue al mismo resultado del ejer-
cicio anterior sumando 3/11 y 8/11
como fracciones numéricas y como
fracciones decimales.Y analogamente,
con 2/7 y 5/7.

3.3. ¢Y la regla para sumar
fracciones?

Algun(a) lector(a) debe estar pen-
sando que se nos esta olvidando lo mas
“importante”, lo que no debe faltar: el
algoritmo para sumar fracciones, el
que aparece en todos los libros, el que
aprendimos desde siempre: Para sumar
++$se busca como denominador comun
el m.m.c.(b, d); se divide este numero
entre b y el resultado se multiplica por a;
se divide después entre d y el resultado
se multiplica por c¢; se suman los dos
productos anteriores. Asi, 2 + £ es una
fraccion que tiene como numerador la

ultima suma y como denominador, €l
denominador comun hallado.

Como hemos dicho en otras opor-
tunidades, esta regla (o alguna otra
similar, como aquella de “se multiplica
en cruz, etc.”) no debe darse inicial-
mente, y menos sin explicacién alguna.
Lo ideal es proceder como lo hemos
hecho aqui, ofreciendo las alternativas
de los sistemas de representaciéon y, en
el caso del sistema numérico, justifi-
cando la absoluta necesidad de sumar
fracciones con igual denominador. La
regla, en todo caso, debe ser descubier-
ta después por los mismos aprendices,
expresada con sus propias palabras y
dotada de significado por ellos mismos.
Soélo asi se justifica su formulaciéon y
su uso.

A partir de los contenidos desarro-
llados hasta ahora, justifique todas
las “reglas para sumar fracciones”
que pueda encontrar en diversos
libros de texto. Formule ahora,
ademds, una regla para el caso de
la suma de tres o mas fracciones y
justifiquela.

3.4. Las propiedades de la suma
de fracciones
Son similares a las que posee la suma
de numeros naturales (ver Cuaderno
n° 3), sélo que los sumandos son ahora
fracciones:

13
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a) Conmutativa: El orden en que
se consideran dos sumandos no
modifica su suma.

b) Asociativa: Si hay més de dos
sumandos, el orden progresivo
en que “entran” en la suma es
indiferente: el resultado siempre
es el mismo.

c¢) Existencia de elemento neutro:
Es decir, la fraccién 0; cuando
se suma a una fraccién, ésta no
varia.

Y es vélido el comentario que ha-
ciamos entonces: “Las propiedades
de la suma no son simplemente para
aprenderlas —porque forman parte de
lo que hay que saber—, sino sobre todo
para utilizarlas. Porque las propiedades
estén ahi para facilitarnos la operacion
de la suma, para darnos mayor libertad
a la hora de sumar” (Cuaderno n° 3).

Dada la suma de fracciones y+ 1 + 4+ -
+ .5+, icudles sumandos deben supri-
mirse para que la suma de los restantes

sea igual a I?

Vamos a apoyarnos en las facilidades que
nos dan las propiedades conmutativa y
asociativa —en cuanto que podemos sumar
en el orden que mejor nos convenga— y
en la familiaridad con las fracciones. Asf,

sumando 1/2 + 1/4 llegamos a 3/4. Nos
falta 1/4 para completar la unidad. Pero 4+
15no da ese valor. En cambio, ¢+ es igual

241 =3 =1 isUi
ag+ts=2 IT Por consiguiente, deben

suprimirse £y 1
De més estd decir que todo este proceso es
fruto de la observacidn y del ensayo... Evi-
dentemente, siempre queda el recurso de
efectuar la suma buscando un denominador
comudn y decidiendo despugs los sumandos
que deben eliminarse. Pero también vemos
cdmo la intuicidn, el ensayo v la familiaridad
con las fracciones y el célculo mental, resul-
tan exitosos... y econdmicos.

12. Si 2+ £ =2 ;cuanto vale m? ;Y
n?

I 3. Utilice su capacidad de observacion y
las propiedades de la suma de fracciones
para calcular mentalmente el valor de: .
+A 4 24240424041

10 5 8 5 4 6 2 3°

4. La sustraccion

de fracciones

Al igual que la suma, la sustracciéon
también puede ser vista “como un mo-
delo de situaciones de la vida diaria, o
de situaciones ludicas, o de otras areas
del saber:

1. Situaciones de quitar de una can-
tidad dada y ver cuanto queda.

2. Situaciones de averiguar cuanto
falta para llegar a determinada
cantidad.

3. Situaciones de comparar dos can-
tidades, en el sentido de calcular
cuanto tiene una de mds o de
menos con respecto a la otra.

Estas situaciones suelen venir ca-
racterizadas —en la interpretacion verbal
que de ellas hace el sujeto— por verbos
tales como quitar, sacar, reducir, elimi-
nar, quedar, sustraer, perder, pagatr, re-
galar, faltar, exceder... y otros similares.
En estas circunstancias, la operacién
aritmética de la sustraccién nos ayuda
a llegar al resultado de calcular lo que
queda después de quitar, lo que falta
para llegar al total, en cuanto una can-
tidad excede a otra, etc.”.

Hasta aquila cita del Cuaderno n®4,
cita cuyo contenido sigue siendo valido,
con la salvedad de que lo que ahora se
quita o compara son partes de un todo.
Asi, % - %es la operacién que sirve de
modelo para una situacién en la que,
por ejemplo, tenemos 2/3 de una pieza
de tela y estamos cortando de ese retal
el equivalente a 1/5 de la pieza total, y
deseamos tener una “medida” de la par-
te restante en forma de fraccién. O para
la situacién en la que disponemos de
dos retales, cuyas magnitudes son 2/3
y 1/5 de una pieza de tela, y queremos
saber cuanta tela de mas —medida en



términos de “parte del todo”— tiene el
primer retal respecto al segundo. Lo que
si debe tomarse en cuenta es que, de
manera analoga al caso de los nimeros
naturales, la fraccién que actue como
minuendo no puede ser menor que la
que se considere como sustraendo.

La resta de fracciones puede ope-
rarse también en cualquiera de los
sistemas de representacién, con las
mismas consideraciones que haciamos
al referirnos a la suma de fracciones.
Para consolidar nuestros conoci-
mientos, tratemos de resolver estos
ejercicios:

1 4. Efectue las siguientes restas de frac-
ciones (hdgalo como lo desee):

- b1 U2
d)23-145 e)Z-8 )22

10 15

Como en el caso de la suma, la
resta de un entero menos una fraccion
(y viceversa) puede facilitarse si nos
familiarizamos con las diversas formas
que pueden adoptar los enteros como
fracciones cuyo numerador es multiplo
del denominador. Asi, 1 — %puede pa-
sarse inmediatamente a }—g —1%, es decir,
7/12. Andlogamente, 5 —%: 3;—;: 371 @)

bien, % -2= %3 - ?:% A este respecto,

conviene también habituarse a ver las
fracciones como préximas a numeros
enteros. Asi, por ejemplo, 3/4=1-1/4;
7 —

—2.15 1
T= 2, 5 =2—§, etc

Efectle la resta 32-23

Como ya sabemos, las fracciones mixtas im-
plican una suma de un entero y una fraccién
propia: 32 =3 +21,y23=2+2 Alguien
pudiera pensar que la operacién solicitada
se resuelve restando las partes enteras
entre sf, e igualmente las fracciones propias.
Esta via es vdlida cuando esta dltima resta
(la de las fracciones propias) queda definida,
cosa que no ocurre ahora: no podemos
restar2—2,va que <2,

Una de las salidas serfa pasar ambas frac-
ciones a su forma impropia (32= 2y 2
2=17)yrestar /-7 Otra via puede ser
llevar ambas fracciones a decimales (17/5
=34y 17/6 =2,83) vy restar 3,4 — 2,83.
Finalmente, otro camino puede consistir
en que, en la fraccion 3 Z, el entero ceda
una unidad (en forma de 5/5) a 2/5 vy la
fraccion 3 Zse convierta en 2 L; ahora
serfa posible restar 2 Z— 2 2:la diferencia
de los enteros es 0,y toda la resta queda
reducida af—-2=%2 - 8=1 ,;Cudl de
las tres vias le parece mds sencilla para
su uso!

Efectiie mentalmente las siguientes res-

tas de fracciones:
1.1 3.5

I
4 072
5:-3

Sl=

I5. En una casa de tres pisos, los dos
primeros juntos miden 5;m de altura.

Si la altura
total de la
casa es de
73m, jcudl
es la altura
del tercer piso!

16. ;Cudl es la diferencia, expresada
en kg, entre 3/4 y 415 de una tonelada
métrica?

17. Diana tiene
17 1/4 afios de
-~ edad. ;Cuantos
2 ) \ aflos tiene su
£ .
hermana,si es 2
3/4 afios mas joven que Diana?

18. ;Qué fraccion debe ariadirse a 516
para llegar a 15/16? ;Sera 10/10?

5. La multiplicacion

de fracciones

¢/Qué puede significar ahora una
expresion como 2x1? Evidentemente,
no podemos hablar del “cardinal del
conjunto producto cartesiano de dos
conjuntos...” tal como lo haciamos para
la multiplicacién de numeros naturales
en el Cuaderno n° 5. En realidad, son
pocas las cosas del ambito de la multi-
plicacién de esos nimeros que podemos
mantener ahora. Quiz4, la referencia a la
idea de que multiplicar es “reiterar una
cantidad un determinado numero de

15



veces”, pero con ciertas limitaciones,
COmo Veremos.

Otra de las restricciones que impo-
ne este tema es la de los sistemas de
representacion en los que cabe efectuar
la multiplicacién de fracciones. Una re-
visién reduce tales sistemas al decimal,
al numérico y al grafico continuo. No hay
dificultades para la multiplicacién de ex-
presiones decimales exactas (si para las
periédicas...), asi que nos centraremos
en el sistema numeérico, sistema en el
que habitualmente —por no decir casi
exclusivamente— suele presentarse esta
operacion. También nos referiremos al
gréafico continuo, como oportunidad de
visualizar lo que ocurre en el sistema
numerico.

5.1. La multiplicacion
de enteros por fracciones
y viceversa
¢Qué significado puede tener una
operacién como % X 1?? Para tratar de
llegar al mismo, veamos primero esta
breve secuencia:

Lamultiplicacién b x 3 puede enten-
derse como “b veces 3”

Lamultiplicacién 5 x% puede enten-
derse como “b veces 3/4”

Esta ultima pudiera representar la
situacién de calcular cuantas horas se-

manales de una determinada materia se
han dado en clase (cinco dias), arazon de
3/4 de hora diarios (Llinares y Sénchez,
1988). Su resolucién lleva —segun estos
autores—a la suma 3/4 + 3/4 + 3/4 +
3/4 +3/4 = 3+3+%"3=5+‘3= %5 que
equivale a haber multiplicado 5 x 3
para llegar al numerador de la nueva
fraccién, en la que el denominador se
mantiene. Esto significa que puede
entenderse directamente la multipli-
cacién como “b veces 3 cuartos”, al
modo de “b veces 3 sillas”, lo que nos
lleva a “15 cuartos”’: simplemente
“debe” multiplicarse el factor 5 por el
numerador 3 y dejar intacto el sustan-
tivo-denominador.

En esta interpretacién de la multi-
plicacién el 5 actia como un operador,
es decir, como la cantidad que “opera”
(trabaja, procede, funciona) multiplicati-
vamente con el numerador de la fraccién.
Esta forma de ver las cosas ratifica nues-
tra percepcién anterior de las fracciones
que no son unitarias como “multiplos” de
las fracciones unitarias: 7/8 como “7 ve-
ces 1 octavo” (7 x 1/8). Percepcién que
puede extenderse a otros casos como,
por ejemplo, ver en %“4 vecesZ” 4 xl%)
6“2 vecesi” (2 x%). .. Veamos ahora la
siguiente secuencia de significados de
multiplicaciones:

3 x 6 puede entenderse como “el
triple de 6", que es 18

2 x 7 puede entenderse como “el
doble de 7”7, que es 14

1/2 x b puede entenderse como “la
mitad de 5", que es 5/2

% X 12 puede entenderse como “el
tercio (la tercera parte) de 12", que
es4

% X 12 puede entenderse como “el
doble de% de 12", es decir, “el doble
ded” quees 8

Lo que nos interesa recalcar por
ahora es que —como en el caso de los
enteros—también las fracciones pueden
actuar como operadores (operadores
que fraccionan, que “introducen” Ila
fraccién al otro factor...), y que éste es el
sentido de una fraccién a/b como factor
en una multiplicacion por un entero. Es
decir, que el factor entero considerado
como un todo se divide en b partes, de
las que se van a considerar a de ellas.
Asi, por ejemplo, en el caso% x 12, el
conjunto de 12 objetos se divide en tres
partes, cada una de las cuales contiene
4 objetos, y se consideran dos de esas
partes, con 8 objetos en total.

Por otro lado, tanto en la situacién de
entero por fraccién (n x£) como enlade
fraccién por entero (% x n), el resultado
es el mismo, es decir, una fraccién que
tiene como numerador el producto del
entero por el numerador de la fraccion
factor, y como denominador, el denomi-
nador de la fraccion factor: 2X2.



mente por la multiplicacién >x 24 =3x24=

¢Cudntas horas son los 5/6 de un dia?

La Iégica de resolucién del problema sugiere considerar las 24 horas del
dia como un todo, que es “operado” por el factor 5/6; es decir; las 24
horas se dividen en 6 lotes de 4 horas cada uno, de los que se consideran
5;lo que nos da un total de 20 horas. Este resultado se obtiene directa-
20 horas. Queremos insistir en la importancia

de habituarnos a considerar la multiplicacién de una fraccién por un entero como el modelo
de operacion que responde directamente a situaciones similares a la dada.

Llevo recorridos 2/3 de un trayecto que tiene 72 km de longitud. ;Cudnto me falta para

llegar?

Puedo aplicar el operador2a 72 km para saber lo que llevo recorrido (2x 72 =2x72 = 48
km) v luego efectuar la resta 72 — 48 = 24 km. Pero también puedo aplicar directamente
el operador 1/3 (lo que faltaes | =2=1)a72: 1x72 =2 =24 km.

3

19. ;Cuanto es el doble de 1/2, mas
la mitad de 1/2?

/! 20. ;Cuantos litros tiene
un recipiente que se ha

12 botellas de 1/2 litro
cada una?

5.2. La multiplicacion
de dos fracciones
Entremos ahora a la multiplicacién
genérica de dos fracciones. ;Cudl es el
sentido de una expresién como 2 x 12

Veamos tres posibles versiones de esta
operacion.

a) La primera fraccién acttia como
operador de la segunda. Asi, podemos
leer esa multiplicacién como “los dos
quintos de un tercio”. Considerando
2/5 (2 x 1/5) como el doble de 1/5,
podemos entender “los 2 quintos de 1
tercio” como el doble de “1 quinto de
1 tercio”. Ahora bien, “1 quinto de 1
tercio” significa que la tercera parte de
un todo se fracciona a su vez en b partes,
con lo que cada una de estas nuevas
fracciones unitarias representa 1/15
del todo inicial. Es decir, considerar “1

quinto de 1 tercio” equivale a conside-
rar de una sola vez “1 quinceavo” del
todo. En otras palabras: +x +=21. Y por
lo tanto,%x%seré el doble de lo anterior:

Las mismas consideraciones pueden
hacerse para la multiplicacién - x 2. Lo
que cabe destacar es que en ambas
multiplicaciones (£ x 4 y 1 x £) se ob-
tiene el mismo resultado: 2/15; es decir,
una fraccién que tiene como numerador
el producto de ambos numeradores, y
como denominador el producto de am-

bos denominadores.

b) Las dos fracciones representan las
longitudes de los lados de un rectangulo,
vy su producto, el drea de dicho rectan-
gulo. Por ejemplo, al multiplicar ¢ x Z
podemos pensar en un rectangulo que
tenga tales factores como medida de sus
lados; si suponemos que 4/5 se refiere
ala base y 2/3 a la altura, su respectiva
representacion seria:

Base: 4/5

Altura: 2/3

17
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Y la de su producto, la del drea con
rayado intersectado:

Como puede verse, el area de inter-
seccién contiene 8 de las 15 cuadriculas
que se generaron al superponer los grafi-
cos iniciales, lo que significa una regién
que representalos 8/15 de la unidad. Es
decir,¢x2=%

¢) La multiplicacién de fracciones
como composicion de operadores: Des-
de esta perspectiva, una multiplicacién
como-Z x ¢significarfa el resultado final
de aplicar, en primer lugar, el operador
4/5 sobre la unidad, con lo que se llega-
ria al estado parcial 4/5 (4/5x 1 =4/5);
y en segundo lugar, aplicar sobre esta
fraccién el operador 2/3, con lo que se
llegaria —de acuerdo con lo expresado
en a)- al estado final (2 x4=2%). Pues
bien, como partiendo de la unidad se
puede llegar al estado final 8/15 por la
aplicacién de un solo operador, 8/15
(8/15 x 1 = 8/15), se deduce que el
producto de dos fracciones puede
considerarse como la composicién
(aplicacion sucesiva) de dos operadores
fraccionarios sobre la unidad. Veamos
esto en el contexto gréfico:

Estado ler Estado
inicial operador parcial

| 4/5

2° Estado
operador final

2/3

Estado ler Estado
inicial operador final

| 8/15

X

w|™
(LIS

Al terminar de revisar los diversos significados atribuibles a la multiplicacién de
fracciones, podemos establecer dos grandes conclusiones:

1) En cualquiera de sus campos de signifi-
cado, el producto de dos fracciones es una
fraccién que tiene como numerador el producto
de ambos numeradores y como denominador
el producto de ambos denominadores.

2) A partir de sus versiones primera y
Ultima se desprende que la fraccidn alb
posee dos posibles significados funcionales:
“funciona” como un estado y como un ope-

rador (Dienes, 1972). En el primer caso se
resalta su sentido estdtico: indica la relacion
entre el nimero a de partes que se con-
sideran de un todo dividido en b partes
congruentes, y el nimero total b de estas
partes. En el segundo, su sentido dindmico,
operativo: indica que el otro factor (entero
o fraccionario), considerado como un todo,
se divide en b partes, de las que se van a
considerar a de ellas.



iCuantos dias son los 2/3 de los 3/4
de un lapso de 360 dias?

Puede procederse por pasos, llevando las
respuestas a dias (3/4 de 360 dfas son 270
dfas; 2/3 de 270 dias son 180 dfas). Pero
también puede aplicarse el operador com-
puesto o producto:2 x 3=2x3 = |/2, As,
1/2 x 360 dias = 180 dias.

Una pequena
bola de goma I
tiene la propie- ;=
dad de rebotar
hasta los 9110
de su altura de
caida. Si se suelta desde | metro de al-
tura, ;qué altura alcanzara en su tercer
rebote?

Una manera sencilla de resolver el problema
es proceder por pasos, es decir, por rebotes
de la bola de goma: el primer rebote llega
hasta una aftura de Zx I m = 0,9 m. El
segundo, hasta una altura de Zx 0,9 m =
0,81 m.Y el tercero, hasta la altura de % x
0,81 m=0,729 m.

Otra forma de plantearse la solucién es
pensando en 9/10 como operador que se
aplica tres veces a la aftura inicial de | m.Asf,
la respuesta se obtiene mediante el produc-
togxgxax I m=9/10°x 1 m=0,729 m.
[Este procedimiento permite generalizar la

solucién del problema a cualquier nimero n
de rebotes y a cualquier factor de rebote r.
Asf,si la altura inicial es a, la altura alcanzada
en el rebote nserd:axr"].

En una tienda de ropa, un vestido de
sefiora se vendia por 1.200 pesos. Al
cabo de un mes, el vendedor le aplicé
un 30% de descuento; pero como
seguia sin venderse, decidié rematarlo
con un descuento adicional del 20%
sobre el Ultimo precio. ;Cual fue el
precio definitivo de venta?

Si consideramos
estos porcentajes
como expresiones
de fracciones (30/100
6 3/10, y 20/100 &
[/5, respectivamente),
podemos calcular eI
primer descuento: 2
x 1.200 = 360 pesos,
y de ahf el precio co-
rrespondiente: 1.200
— 360 = 840 pesos.
Ahora procedemos igual para el segundo
descuento:{ x 840 = 168 pesos, y para el
precio definitivo: 840 — 168 = 672 pesos.

Pero como nos piden el precio final, podfa-
mos haber abreviado el proceso averiguan-
do los porcentajes de precios que conser-
vaba el vestido en cada fase de descuento

(70% 6 7/10 en la primera fase,y 80% & 4/5
en la segunda fase), y aplicaindolos sucesiva-
mente como operadores multiplicativos. Asi,
el precio en el primer descuento serfa: % x
1.200 = 840 pesos;y en el segundo: 4 x 840
=672 pesos. O bien, finalmente, podriamos
haber aplicado un solo operador multipli-
cativo el producto de los dos operadores:
Zx%=2 lo que nos lleva directamente a:
B x I.200 672 pesos.
En el problema anterior, jcudl es el
descuento definitivo que se aplica al
precio del vestido en relacién con el
precio inicial?

Desde luego, hay que rechazar como
respuesta la suma de los descuentos pro-
gresivos (30% + 20% = 50%)... Tampoco se
resuelve aplicando los descuentos como
operadores progresivos (como se acaba
de hacer con los precios progresivos en
cada fase de descuento), porque en este
caso se tendrfa un descuento total de 3 x
2=2_ es decir; del 6%, que contradlce el

10 IOO'
sentido comun.

Una forma de resolver el problema es la
que utilizamos en la parte final del pro-
blema anterior: aplicar el producto de los
dos operadores referidos a los precios
progresivos, & x 4+ = 2 ¢ su equivalente 2%
Esto nos indica que esa es la relacién entre

el precio final y el inicial. Por consiguiente,
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| 56 = 100 _ 56
el descuento final es: | — 2&= 13 — 3¢

= M., es decir, un 44% [Estos problemas
pueden resolverse también por la via del
razonamiento proporcional, aplicando la
técnica de la regla de tres, como veremos

en el préximo Cuaderno].

5.3. Propiedades

de la multiplicacion

de fracciones

a) Conmutativa: El orden en que se

multiplican dos fracciones no modifica
su producto. Ya lo mencionamos al con-
siderar las fracciones como operadores.
La propiedad también es evidente si
ambas se consideran como las medidas
de los lados de un rectangulo.

b) Asociativa: Si hay méas de dos
factores, el orden progresivo en que “en-
tran” en la multiplicacién es indiferente:
el resultado siempre es el mismo. En-
tendida la multiplicacién de fracciones
como composicién de operadores, esto
significa que el resultado final no queda
afectado por el orden de aplicaciéon en
que se toman los operadores.

c) Existencia de un elemento re-
ductor: Es decir, la fraccién 0; cuando
multiplica a otra fraccién, el producto
es 0.

d) Existencia de un elemento
neutro: Es decir, la fraccién 1; cuando
multiplica a una fraccién, ésta no varia.

e) Existencia de un elemento
inverso: Esta es una propiedad nueva
con respecto al caso de la multiplicacién
de numeros naturales. En términos de
la fraccién como operador, significa
que existe un operador inverso para
cada uno de los operadores-fracciones
(excepto para el 0). Por ejemplo, si el
operador 2/3 llevade 1a2/3(2/3x 1=
2/3), el operador 3/2llevade 2/3a1 ($x
% =1). O también, si el operador 4/5 lleva
de 2/3a8/15(£+x2=3%), el operador 5/4
llevade 8/15a2/3 (£ xZ=2%).

Gréficamente:

| (operador 2/3) —> 2/3

2/3 (operador 4/5) —— 8/15
2/3 <«—— (operador 5/4) 8/15
| <«—— (operador 3/2) 2/3

Como puede observarse, la fraccién
inversa de cualquier otra (excepto del
0) se obtiene invirtiendo sus términos,
numerador y denominador. Asi, la frac-
cién inversa de 8/15 es 15/8;lade 1/4
esd: lade2es 1/2;lade 1 es 1, etc.
Obsérvese que siempre el producto de
una fraccién por su inversa es igual a 1,
que es el elemento neutro de la multi-
plicacion.

f) Distributiva con respecto a la
suma vy a la resta: Cuando uno de los
factores es una suma indicada, el otro
factor puede multiplicar a cada uno de
los sumandos o bien a la suma de los

mismos. Andlogamente, cuando uno de
los factores es una resta indicada, el otro
factor puede multiplicar al minuendo y
al sustraendo o bien a la diferencia de
los mismos.

iCudl es el valor de | 2de 12?7 ;Y el
de los 11/12 de 36?

Para obtener "los | 2" de 12, podemos
llevar la fraccién a su forma impropia: | 2=
%,y aplicar este operador a 12; asf: 5 x 12
= 2x 12 =720.También puede procederse
distributivamente: | 2x 12 = (1+2) x 12 =
IxI2+2Zx12=12+%=12+8=20.

Andlogamente, aplicando el operador: 1 x
36 = 1Lx3¢ = 33, Pero también puede ser:
Bx36=(1-1)x36=1x36-1x36=
36 -3%=36-3=33

5.4. La potenciacion
de fracciones

Nos falta decir una palabra acercadela
potenciacion de fracciones. Conservando
el concepto que ddbamos en el Cuaderno
n° 6 acerca de la operacién, definimos la
potencia de una fraccion (a/b)* como el
producto repetido de la fraccién a/b por
s{ misma n veces: (a/b)? = a/b x a/b
X ... x a/b = a®/b". Por consiguiente, la
potencia n-ésima de una fraccién es otra
fraccién cuyos numerador y denominador




son las potencias n-ésimas del numerador
y del denominador, respectivamente, de
la fraccion dada.

Un caso muy particular de potencias
de fracciones es el de las fracciones de-
cimales, es decir, las de la forma (1/10)®,
n>0. Asi, si:

(1/10)° =1°/10°=1/1 =1

» una unidad
n=1, (1/10)'=1/10=0,1

» una décima
n=2, (1/10)?=1%/10>=1/100 =
0,01 ————— una centésima

n=0,

n=3, (1/10)°=1%/10°=1/1000 =
0,001 » Una milésima
etc.

Como podemos ver, disponemos de
otra forma de representacién de los de-
cimales (ver Cuaderno n® 2), entendidos
ahora como potencias de fracciones
cuya base siempre es la fraccion 1/10.
Ademas, el exponente coincide, en cada
caso, con el numero de decimales de la
unidad decimal correspondiente.

Las potencias correspondientes a una
millonésima, a una cienmilésima y a una
diezmilésima son, respectivamente: (1/10)¢,
(1/10)> y (1/10)*.

Un ndmero decimal como 0,03 puede
representarse ahora como 3 x 0,01 = 3 x

(1/10)% Andlogamente 0,582 como 582 x
(1/10)} 0 como 5x 1/10 +8x (1/10)? + 2
x (1/10)3 segin convenga.

6. La division de fracciones
Aligual que con el resto de las opera-
ciones, tenemos que preguntarnos por el
sentido que puede tener una divisién de
fracciones comoZ2:2. Llinaresy Sénchez
afirman que “su vinculacién a procedi-
mientos o situaciones intuitivas es tan
remota que podemos aceptar que no
existen” (1988: 151). Sin embargo, si es
posible hallar algun sentido. Pero antes
de desarrollar este punto, y como en el
caso de la multiplicacién, debemos in-
dicar que también aqui estamos restrin-
gidos a tres sistemas de representaciéon
en los que cabe efectuar la divisiéon de
fracciones: al decimal (con expresiones
decimales exactas), al numérico (nos
centraremos aqui también en éste), y al
gréafico continuo (como visualizacion).

Uno de los significados asignables a
la divisién de dos fracciones es el rela-
cionado con la comparacién de ambas
magnitudes, no en el sentido de cuél
es la diferencia entre ambas (relacion
aditiva), sino de cuantas veces es mayor
una con respecto a la otra o de cuantas
veces estd contenida (“cabe”) una en
la otra. Un segundo significado hace
alusion al operador inverso derivado
de una posible multiplicacién previa.
Veamos estos dos casos.

En el primero, podemos formularnos
tres preguntas segun sea la relaciéon
entre las fracciones que se dividen, 2
< (nos referiremos a ellas como 1% y 27,
respectivamente):

O T T

;Cudntas “veces” cabe
la 2% fraccién en la 1%

| a

fraccion > 22 fraccidn

2274 1:1/2; 5:%;

4 3.2.4.8
' 4°3" 5°10

Slo o

;Cudl es la enésima parte
de la |* fraccién?

La 2% fraccion es entera

6:2,7:4 2:6;,4:9,
1/4:3; 2:4

1Qué parte de la 2°
fraccion cabe en la |

| a

fraccion < 22 fraccidon

2:6,4:9; 1:4, 1/4:3; 2:2
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Veamos graficamente el sentido de
un par de los ejemplos dados: a) 5 : % ;
y b) 2:3

a) 5: 2/3. Graficamos las 5 unidades concatenadas y divididas en 3 cuadriculas
cada una:

Vamos a “ver” cudntas veces esta contenido 2/3 (representado alternativamente
por M y 00 para ayudarnos en la visualizacién) en el espacio de las 5 unidades:

|lmm oo/ m/mjo/o/m[mo/o[m m[Q|
veces<€]l > «—] > —] >—] ><«—]—><«—]—><«—1—> 1/2

La gréfica nos muestra que 2/3 cabe “7 veces y media” en 5; es decir, b : %:

71/2="1%.

b) 2:2 La pregunta ahora es qué parte de 3/4 cabe en 2/3 (puesto que 2/3 <
3/4). Si —con el fin de poder compararlas— llevamos ambas fracciones a sus repre-
sentaciones equivalentes de igual denominador, 8/12 y 9/12, respectivamente:

vemos que de las 9 cuadriculas de 3/4 (en su forma 9/12) s6lo caben 8 en 2/3 (en

su forma 8/12). Es decir, que sélo 8/9 de 3/4 estén contenidos en 2/3. Por lo tanto,
2 .3_38
32 9

Si ahora analizamos ambos resultados descubrimos que: 5 : 2=2=56x%,y
queZ:3=2% =§ b'd %. En otras palabras, el resultado de dividir una fraccion entre
otra coincide con el resultado de multiplicar la primera por la fraccion inversa de

la segunda.

Ya hemos conseguido una forma de obtener el resultado de la divisién de dos
fracciones, pero todavia tenemos que profundizar en su significado. Para ello nos
remitimos al terreno de las fracciones como operadores multiplicativos. En uno de

los ejemplos mostrabamos que % X %: 1%—,
podia entenderse como la accién de la
fraccién-operador 4/5 sobre la fraccién-
estado 2/3 para llegar a la fraccién-esta-
do 8/15. Si ahora planteamos la division
135:%, sabemos que su resultado debe ser
2/3 (por el caracter opuesto que poseen
ambas operaciones). Pero, como lo mos-

trabamos graficamente,

2/3 — (operador 4/5)—> 8/15
2/3 <« (operador 5/4)— 8/15

de 8/15 pasamos a 2/3 por la accién del
operador multiplicativo 5/4 (inverso de

la fraccién-operador 4/5); es decir, 1‘15 : %
—8x5=2
1 4~ 3

Por lo tanto, dividir una fraccion-
estado (8/15) entre una fraccién-ope-
rador (b/4) para llegar a una segunda
fraccién-estado (2/3) representa la
“operacion” inversa de una multipli-
cacioén previa, y equivale a multiplicar
la primera fraccién-estado (8/15) por
la fraccién-operador inversa (6/4) de
la utilizada en la multiplicacién previa
(4/5).

La “regla” para dividir fracciones es,
pues, sencilla: se multiplica la primera
por la fraccién inversa de la segunda. La
regla derivada —se multiplican en cruz
numeradores y denominadores— debe
ser, en todo caso, descubierta por los
propios aprendices...



Si el 150% de un nimero es 225, ;cual
es el nimero?

Considerando a 150% como la fraccién
150/100 = 3/2, el enunciado nos describe la
situacion de una magnitud inicial desconoci-
da, a la cual se aplica el operador 3/2 para
llegar al resuttado 225. Para “regresarnos”
de aqui hacia la magnitud desconocida
debemos aplicar el operador inverso 2/3
a 225; es decin2x 225 = 222 = | 50, [Este
problema también puede resolverse me-
diante la aplicacién de la técnica de la regla
de tres, como veremos en el Cuaderno
siguiente].

21. Dos quintas partes de un niimero es
el doble de 15. ;Cudl es el nimero?

iCuantas veces 3/4 es 18!

Evidentemente, se trata de dividir 18 :%=
18 x%= ¥= 24 veces.

s L:7; 23/4:1/2;
5 15:32 85 0:2; 6:4;

5
7
! I
2, 083:0,I; cudntas veces

23. ;Cual es el valor de la mitad de
(12 :12)

24. ;Cudntas unidades hay que agregar
al denominador de 2/3 para que la
fraccion se reduzca a su mitad?

Probablemente los lectores ya han percibi-
do que la divisién entre fracciones no tiene
restricciones (salvo que la segunda fraccién
no puede ser 0):siempre se puede efectuar,
no importa si la primera fraccién es mayor,
igual o menor que la segunda, y el resulta-
do es siempre otra fraccion. Es decir, toda
fraccién (excepto 0) “divide” a cualquier
otra, y cualquiera de ellas es “dividida” por
todas las demds (excepto por 0). Por esta
razén no se habla de “divisibilidad” entre
fracciones como algo singular y restringido,
como ocurrfa con los nimeros naturales;
aqui no necesitamos un Cuaderno adicional
sobre ese tema...

Una ultima palabra sobre las opera-
ciones de multiplicar y dividir fraccio-
nes: necesitamos familiarizarnos tam-
bién con ellas, aplicarlas mentalmente y
no enredarnos tanto con reglas escritas.
Por ejemplo: la “mitad” (entendida como
dividir entre 2, o multiplicar por 1/2) de
una fraccién puede obtenerse duplican-
do el denominador (la mitad de 3/5 es
3/10) o bien reduciendo el numerador
a su mitad, si es par (la mitad de 6/7 es
3/7). Analogamente, el “triple” de una
fraccién puede obtenerse triplicando el
numerador (el triple de 3/5 es 9/5) o bien

reduciendo el denominador a su tercera
parte, si es multiplo de 3 (el triple de
7/15 es 7/5). Y asi en los demés casos.

Resuelva mentalmente las siguientes
operaciones: la mitad de 2/3; cuatro
veces 5/12;la quinta parte de 10/11;
la sexta parte de 2/3;el doble de 7/10;
cinco veces 7/25;2/5 :3/4

Indique cudles de los resuftados de estas
operaciones tienen un valor aproximado
a | (intente resolverlo mentalmente):a) 2
x; b)3:Z c)ix3 d) I3ix; e)
16 . | v 21 .15
N5:3 g x5 h5:5

A=

3.
3

w|n

7. La resolucion

de problemas en el campo

de las fracciones

En el campo de las fracciones, los
problemas pueden referirse a la utiliza-
cién del concepto de fraccién y de sus
diversas representaciones, asi como al
uso de las operaciones con fracciones.
Todo ello en situaciones abstractas
—referidas a las representaciones simbo-
licas de las fracciones— o de aplicacién
a contextos de la vida diaria. Vamos
a plantear algunos de estos tipos de
problemas. Lo que sugerimos a nues-
tros lectores es que, una vez leido el
enunciado de cada situacién, intenten
resolver el problema por cuenta propia,
antes de revisar la via de solucién que
se presenta posteriormente.
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a)Vaciando 18 litros de gasolina en el
tanque de un carro, el indicador del
nivel de gasolina pasa de 1/4 a 5/8
de tanque. ;Cudl es la capacidad total
del tanque!?

b) Después de gastar 115 del sueldo en
ropa, 114 en comida, 113 en alquiler y
116 en otros gastos, me quedaron 120
pesos. ;Cudl es mi sueldo?

c) El promedio de tres fracciones es
I.Si dos de las fracciones son 6/5 y
3/2, jcudl es la otra fraccion?

d) Un equipo de fiitbol
tiene que ganar, al
menos, 3/5 de todos
sus partidos si quiere
pasar a la fase final.
Hasta ahora, de 12
partidos sélo ha gana-
do el 50%. Si faltan 13
partidos, jcudntos de éstos debe ganar, al
menos, para clasificar a la fase final?

siguientes afirmaciones:

a) Hay 15% de alumnos con notas
entre 14 y 17 puntos

b) Hay un total de 90 alumnos de
noveno grado

c) 7/10 de los alumnos aprobaron

d) Hay un total de 60 alumnos de
noveno grado

e) Hay 25% de alumnos con notas
entre 14y 17 puntos

f) El nimero de alumnos que sacaron
entre 10 y 13 puntos es mayor
que el de los alumnos que sacaron
entre 14y 17 puntos

g) Hay un total de 80 alumnos de
noveno grado

llena, puede vaciarse en 3 horas por
un desagiie ubicado en el fondo.Si con
la piscina vacia y el desagiie abierto,
alguien, distraidamente, abre el grifo,
ial cabo de cuanto tiempo empezard a
desbordarse el agua de la piscina?

f) ;Cudl es el 50% del 150% de 50?

€) Los alumnos de noveno grado de
una escuela obtienen los siguientes re-
sultados en una prueba sobre 20 puntos:
30% salen aplazados; 1/4, con notas en-
tre 10y 13 puntos (ambas puntuaciones
incluidas); 15 alumnos, con notas entre
14 y 17 puntos (ambas puntuaciones
incluidas);y 1/5,con notas entre 18y 20
puntos (ambas puntuaciones incluidas).
Decida si son verdaderas o falsas las

| =

g) Un pastel se cor-
A ' § taquitando cadavez
0 . ! latercera parte del

. pastel que hay en el

N momento de cor-

: tarlo. ;Qué fraccién
s

del pastel original
efectuar tres cortes sucesivos!

{

queda después de

J) El nimero de viviendas de una urbani-
zacion es tal que si se vende la cuarta
parte, quedan por vender menos de 1 18;
pero si se vende la tercera parte, que-
darian por vender mds de 103. ;Cudntas
viviendas tiene la urbanizacion?

k) Hallar la fraccion que verifica si-

multaneamente:

- la diferencia denominador-nume-
rador es 3

- la fraccién es menor que 3/5

- la fraccidn es mayor que 11/20

h) Llevo dos dias leyendo una novela.
Ayer lei la mitad del libro y hoy la ter-
cera parte de lo que me quedaba. ;Qué
fraccion del libro me falta por leer?

1) En un salén hay 99 ninas y I nifo.
¢;Cudntas nifas tienen que salir del salén
para que las que queden representen el
98% del total de infantes que quedan
en el salén?

i) Una piscina vacia se llena con el
agua de un grifo en 2 horas y, una vez

m) Un padre reparte 96.000 pesos
entre sus dos hijos, de modo que los
3/7 de lo que le da al mayor equivalen




a los 3/5 de lo que recibe el menor.
{Cuanto recibe cada hijo?

cio de costo. Rafael piensa que asi ni
gana ni pierde respecto a lo que le
costaron ambos muebles. ;Estd en
lo cierto?

n) Tres vendedores llegan a la playa
con sendos bidones de limonada, con
distintas cantidades de liquido en cada
uno. Para conseguir la misma cantidad en
los tres haria falta tomar 1/3 del primer
bidon y agregdrselo al segundo; después,
pasar 114 del nuevo contenido de éste al
tercero y, finalmente, llevar 1/10 de este
ultimo al primero. Con ello se conseguiria
que en cada bidon hubiese 9 litros de Ii-
monada. ;Qué cantidad de refresco habia
inicialmente en cada envase?

a) La variacién en el indicador del tanque
de gasolina viene dada por la resta 3 — ., es

decir, por la resta

5 __2=3 H -
= E.S|3oc

o) En un alma-
cén se produjo
una invasion de
insectos dafinos.
A pesar de que
se fumigé con
un determina-
do producto, los
insectos no han
desaparecido.
Consultado sobre

tavos de tanque
equivalen a 18

litros, | octavo
corresponde a 6
litros, y 8 octavos
—el tanque lleno—,
a8x 6 =48 litros.
Obsérvese el uso
de la representa-
cion verbal (3, |
u 8 octavos) de
las fracciones...

el caso, otro ex-
perto asegura que ese insecticida pierde
cada semana un 25% de la toxicidad
que mostraba la semana anterior. Si,
actualmente, el insecticida ya ha llegado
a tener menos del 20% del agente téxico
que mata a los insectos, ;hace cudntas
semanas que se fumigé?

fi) Por mudarse de vivienda,
Rafael vende un armario y
una cama, cada uno a 600
pesos. El armario se vende
‘ un 20% por ’
encima de su precio

de costo, mientras

que la cama, un 20%
por debajo de su pre-

p) Adela gana 120 pesos diarios, mas
el 4% sobre el monto de las ventas
del dia. Al cabo de 18 dias labora-
les recibe 4.220 pesos. ;Cual fue el
monto total de las ventas durante
esos dias?

Vamos, pues, areportar algunas vias
de solucién para poder contrastarlas con
las que hemos podido obtener entre
todos.

b) Se trata de ver qué parte del sueldo (el
todo) se ha gastado e identificar lo no gas-
tado con los 120 pesos. El monto gastado

i Ll L 1= 124 15420
viene de la sumaig 3t o= 2+ 2+

10=57=19
+10=57=1 Lo que queda por gastar es |

— $2=5.Si un veinteavo del sueldo equivale
a 120 pesos, es fécil ver que el sueldo total
es de 20 x 120 = 2.400 pesos.

c) Que el promedio de las tres fracciones
sea | significa que su suma, dividida entre 3,
es igual a |. Por consiguiente, la suma de las
tres fracciones debe serigual a 3.Ahora bien,
la suma de las dos dadas es:¢ +3= 2+ 2=
Z.Lo que falta para llegara 3 es:3 - % =3¢

— # =2 También se podian haber utilizado

los valores decimales de las fracciones%+%:

N
__ /|
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= 1,2 + 1,5 = 2,7; ahora lo que falta para 3
es 0,3, que equivale a la fraccién 3/10.

d) De los datos del problema deducimos
algunos valores de interés:
- se juegan 25 (12 + 13) partidos
- se deben ganar: 3/5 x 25 partidos =
I5 partidos
- hasta ahora se han ganado: 50% x
12 partidos = 1/2 x 12 partidos = 6
partidos
Por consiguiente, hay que ganar al menos 9
de los 13 partidos restantes.

e) Leido con atencidn el enunciado, se
ve que antes de responder a cada una de
las afirmaciones es preciso conocer por
completo la distribucién de los alumnos
por rangos de notas. Para ello disponemos
de los datos en forma numérica: 3/10 apla-
zados; 1/4 entre 10y I3 puntos; 1/5 entre
I8 y 20 puntos. Entre estos tres rangos de
alumnos tenemos: L + 4+ 4= S+ S+ 4= 18

3 Luego la cuarta parte (1 =2=1/4)
equivale alos |5 alumnos con notas entre
4y |7 puntos. Si la cuarta parte del total
es |5, este total estd formado por 4 x 15
= 60 alumnos de noveno grado.

Ahora sabemos que la distribucién de
alumnos es: 18 aplazados (30% 6 3/10), 15
entre 10y I3 puntos (1/4), I5 entre 14y
|7 puntos (1/4) y 12 entre 18 y 20 puntos
(1/5). A partir de aqul puede decidirse

acerca de la veracidad de cada afirmacion.

f) Si consideramos los porcentajes como

fracciones, el problema se enunciarfa:

;Cudnto es la mitad (50%) de los 3/2
(150%) de 507 Cuestion que se resuelve
—como Yya sabemos— considerando ambas
fracciones como operadores, lo que nos

lleva a la multiplicacion: (1/2 x3) x 50 =3

x 50 =2x% = 150/4 = 75/2 [El problema
también puede resolverse en el campo de
la proporcionalidad, como veremos en el
Cuaderno n® | 17.

g) Vamos a seguir el proceso de cortes
sucesivos del pastel mediante la siguiente
tabla:

h) Una manera
sencilla de resol-
ver el problema
es imaginando el
ndmero de pa-
ginas que pueda
tener el libro. Su-
pongamos que
son 60. Entonces,
ayer lef 30 (la mi-
tad) y hoy, 10 (la tercera parte de las 30
que me quedaban). Asf, me faltan por leer
20 pdginas, que representan 1/3 de las
60 que contiene el libro. Esta fraccion se
conserva, cualquiera que sea el nimero
de péginas del libro (puede verificarlo con
otros nimeros).

= —1=2
13x1=1/3 |-1=2
Ix2=2 2_2=6_2=4
2 2/3 IX375 39 9 9 9
ly4=14 4_4=12_4-38
3 419 X575 9 27 27 27 27

Asi, después del tercer corte queda una porcién equivalente a 8/27 del pastel original. El
problema podria haberse resuelto més directamente si hubiéramos considerado la parte
del pastel que “queda” después de cada corte (y no la que se “quita”...). Esta parte que
queda es 2/3 de cada porcidn inicial. Esta fraccidn actia como operador en cada corte.
Asf, si la porcién inicial es | (el pastel completo), la que queda después de 3 cortes esi2x
Ix2x | =(2/3)* x | = 8/27 del pastel inicial. Obsérvese la similitud de esta solucién con

la planteada en el problema b).




También puede resolverse a partir de las
fracciones indicadas: Si ayer lef la mitad, para
hoy me quedaba 1/2 del libro; leer 1/3 de
esta mitad significa considerar /3 como
operador de 1/2 (o dividir 1/2 entre 3):
hoy he leido +x 4 = de todo el libro. Por
consiguiente, llevo lefdo L+ ¢ del libro, es
decin2+4=2del libro.Me falta: | —4=2-4
=2=1/3 del libro [Trate ahora de resolver
el problema grdficamente...].

i) Seguiin el enunciado, el ritmo de llenado de
la piscina es superior al ritmo de su vaciado;
por consiguiente, en la situacién indicada la
piscina empezard a llenarse lentamente y se
desbordard a partir del momento en que se
llene completamente. Una forma de llegar a
la respuesta es preguntdndonos qué ocurre,
por ejemplo, en una hora. De acuerdo con
los datos,en | hora se llena 1/2 de la piscina
y se vacia 1/3 de la misma. La cantidad de
agua que gueda al cabo de una hora viene
dada por la restaj—1=2—% =1de la piscina.
Por lo tanto, se llenard en 6 horas y a partir
de ahi empezard a desbordarse.

j) El primer dato de la venta nos indica
que los 3/4 del nimero de viviendas es
menor que | 18;y el segundo dato, que los
2/3 del nimero de viviendas es mayor que
103. Ademads, si puede hablarse tanto de la
4% como de la 37 parte, concluimos que el
ndmero de viviendas de la urbanizacién es
un mdltiplo de 12.

Uno de los métodos para resolver el pro-
blema es, de nuevo, el de ensayo y ajuste a
partir de los multiplos de 12 cuyos 3/4 sean
menores que |18 (1% condicidn) y cuyos
2/3 sean mayores que 103 (2% condicién).
Asf, podemos probar con el nimero 120
(cumple la 1* condicién, pero no la 2%), con
el nimero 180 (cumple la 2% condicidn,
pero no la %) y con otros, hasta llegar a la
respuesta: 156. En efecto,2x 156 = 117 <
[18,y2x 156 = 104 > 103.La urbanizacién
cuenta con 156 viviendas.

k) Si nos referimos a los valores decimales
de las fracciones, la 2% y 3* condiciones nos
aseguran que el valor de la fraccién buscada
se halla entre 0,55 (11/20) y 0,6 (3/5). Por
lo tanto, es un valor ligeramente superior
a 1/2, lo que nos sugiere la presencia de
fracciones cuyo numerador es ligeramente
mayor que la mitad del denominador. De
este tipo son las fracciones: 3/5,4/6,4/7,5/8,
5/9,6/10, 6/11, etc. Si consideramos ahora
la 1* condicidn, la seleccidn se reduce a 4/7
y 5/8,y el ensayo nos deja la Unica opcidn,
4/7, cuyo valor decimal es 0,571...

1) El porcentaje inicial de nifias es del 99%
(99 nifas y | nifio). Pudiera pensarse —de
una forma muy “automadtica’— que basta
retirar a | nifia para alcanzar el porcen-
taje deseado del 98%. Pero si se hace asf,
quedarfan en el salén 98 nifias y | nifio
(99 infantes), con lo cual el porcentaje de

nifias serfa (98/99) x 100%, que es 98,989%,
mayor que 98%. Esta claro, pues, que deben
retirarse mds nifias.

Para saber cudntas, observemos que el
denominador de la fraccién que va a dar
el porcentaje va a ser | unidad mayor que
el numerador de dicha fraccién. Por otro
lado, el porcentaje final que se desea (98%),
representado como fraccién numérica, es
98/100, que es equivalente a 49/50. Esta
fraccién cumple con la condicidn anterior
Por lo tanto, deben retirarse 50 nifias del
saldén para que las 49 restantes represen-
ten el 98% de todos (50) los infantes del
saldn.

m) De acuerdo con el enunciado, el her
mano mayor recibe mayor asignacion que el
menor. Vamos a representar la situacion gra-
ficamente. Para ello, tomaremos la cantidad
recibida por el mayor como un rectdngulo
dividido en 7 cuadriculas congruentes, y la
recibida por el menor, como un rectangulo
dividido en 5 cuadriculas congruentes:

Recibido por el hermano mayor:

Recibido por el hermano menor:

Las cuadriculas son del mismo tamafio
puesto que el contenido de las tres pri-

I —————————
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meras del mayor debe ser igual al de las
tres primeras del menor, con lo que debe
ser igual en todas. Ahora percibimos que
el padre debe “distribuir’” equitativamente
los 96.000 pesos en 12 cuadriculas, por lo
que en cada una de ellas se depositardn
96.000 : 12 = 800 pesos. De modo que
el mayor percibird 7 x 800 pesos = 5.600
pesos y el menor, 5 x 800 pesos = 4.000
pesos.

n) Podemos representar todo el proceso

I litro (1/10) para verterlo en el biddn 1.
Consecuentemente, éste tenfa 8 litros en
ese momento. He aquf la tabla con la infor-
macion de los dos Ultimos pasos:

Paso n° Situacion resultado

| Bidon | | Bidén 2 | Bidén 3 |
| 4 9 9 9 |
| 3 8 9 0|

Procediendo de una manera andloga para
los demds pasos se llega a completar la
tabla anterior, que describe asi todo el
proceso:

en 4 pasos, si consideramos la situacion

inicial como el paso |. En la siguiente tabla | Bidon | | Bidon 2 | Bidon 3 |
se muestra la situacion final:

| 4 9 9 9 |

I BN

| Bidon | |Bidén 2 | Bidén 3 | [ 2 8 12 7|

4 9 9 9 | 12 8 7 |

La dltima accidn, la que lleva a la situacion
final, afecta a los bidones | y 3. Para inferir
la situacién anterior, pensemos que el
biddn 3 tenfa tal cantidad de liquido que
al extraerle 1/10 llegd a 9 litros: estos 9
litros representan, pues, 9/10 de la cantidad
anterior; fdcilmente se desprende que tal
cantidad era de 10 litros, de la que se sacd

;Se le ocurre otra serie similar de trans-
formaciones —dadas en forma de fraccio-
nes— que puedan llevar la distribucién de
limonada desde la situacion inicial hasta la
final?

fi) Conocemos los precios de venta de am-
bos muebles: 600 pesos; vamos a averiguar

sus precios de compra. Como el
armario se vende al 120% (6/5)
de su precio de costo, aplicamos
a 600 el operador inverso 5/6,
con lo que llegamos a: 600 x =
500 pesos. Rafael gana 100 pesos
en esta venta.

Andlogamente, la cama
g/ se vende al 80% (4/5)
de su precio de costo;
para saber su precio
de compra, aplicamos a
600 el operador inver-
so 5/4, con lo que llegamos a: 600 x 3 =
750 pesos. Rafael pierde 150 pesos en la
venta de la cama. Asi que, en conjunto,
Rafael pierde 50 pesos en esta venta
simultdnea.

o) El procedi-
miento de re-
solucién pue-
de consistir en
averiguar con
qué porcenta-
je de toxicidad
trabaja el in-
secticida cada
semana (75% de la que mostraba la semana
anterior), y detectar asf en qué semana
se ubica tal porcentaje por debajo del
20%. Ese proceso puede recogerse en la
siguiente tabla:

—




m % toxicidad inicial

% toxicidad para la proxima semana

h) Al multiplicar dos fracciones, el
producto siempre es mayor que
cada una de ellas

| I 100 100 x 75% = 75 |

| 2 75 75 x 75% = 56,25 | 26. La suma de una fraccion y su inversa

| 3 56,25 56,25 x 75% = 42,19 | es 1714 y la diferencia entre ambas, 15/4.
¢;Cudles son las fracciones?

| 4 42,19 42,19 x 75% = 31,64 |

| s 31,64 31,64 x 75% = 23,73 | 27. Rosa ha pasado 2/5 de sus vaca-

| 6 23.73 23.73 x 75% = 17,80 | ciones en la casa de su hermano; 1/3,

Por consiguiente, la observacién del porcentaje de toxicidad por debajo del 20% ocurre al
comienzo de la 7% semana. En ese momento, hace 6 semanas que se fumigd.

P) En sus 18 dfas laborales, Adela ha percibido 18 x 120 = 2.160 pesos por concepto de
salarios diarios fijos. Por lo tanto, por concepto de porcentajes sobre el monto de las ven-
tas del dfa ha recibido 4.220 — 2.160 = 2.060 pesos, correspondientes al 4% de comision
sobre las ventas.

Para conocer el monto total de estas ventas podemos aplicar a 2.060 pesos el operador
inverso al 4%, es decir, 100/4 que es 25. El monto de las ventas serd: 2.060 x 25 = 51.500

en la de su abuelita; 1/5, en un cam-
pamento, y 3 dias de retiro. ;Cuanto
duraron sus vacaciones?

pesos.

8. Y ahora, otros ejercicios

“para la casa’...

25. Decida si cada una de las siguien-

tes proposiciones es verdadera o

falsa:

a) El valor de una fraccién no va-
ria si se multiplican numerador
y denominador por una misma
cantidad > |

b) [dem, si se suma o resta una misma
cantidad > 0 al numerador y al
denominador

c) La suma de dos fracciones propias
es siempre mayor que la unidad
d) La suma de dos fracciones es siem-
pre mayor que cada una de ellas
€) La suma de dos fracciones propias no

puede ser nunca un nimero entero
f) En alguna oportunidad, el producto
de dos fracciones puede ser igual
a una de ellas
g) Al dividir una fraccién entre otra,
el resultado nunca puede ser mayor
que la primera fraccion

28. El 70% de los ¢ Si?
habitantes de un ‘5/

pais habla un idio-
may el 60% de los @\/
mismos habitantes @

habla otro idioma.
Si cada habitante
habla al menos I idioma, ;qué porcentaje
de los mismos habla los dos idiomas?

iOuil

29. ;Cuantas veces contiene 2 a 1/2?
iY3all3?;Y4all4 ;Ynalln!

30. Si a los 2/3 de un numero se
le suman 24 unidades, se obtiene el
doble del nimero. ;De qué nimero
se trata?

31. Si en una fraccion impropia se
restan 2 unidades al numerador y al
denominador (suponga que puede ha-
cerlo), jla fraccién resultante es menor

29
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o mayor que la inicial? ;Y si se hace lo
mismo en una fraccién propia?

32. Interpole 4 fracciones entre 1/2 y I.

Hagalo como lo desee.

33.Se coloca un pastel sobre un plato
de la balanza y se equilibra con las 3/4
partes de un pastel similar, mas un peso
de 3/4 de kg. ;Cuanto pesa el pastel?

36. Llevo recorridos )
7/15 de un camino y
aun me falta 1/3 de
km para llegar a la :
mitad. ;Cual es la lon- A -4
gitud del camino? e

34.Dibuje un tridngulo equildatero y trace
unos circulos pequefios en sus vértices y
en la mitad de sus tres lados. Se trata
ahora de colocar dentro de cada uno
de esos circulos una de las siguientes
fracciones: 116, 113, 112,213,516 y I, de
tal modo que la suma de las fracciones
colocadas en cada lado del triangulo (dos
vértices y una posicion central) sea 2.

37. Tres nimeros naturales consecuti-
vos son tales que 2/3 del mayor mds
2/5 del intermedio suman igual que el
menor mads 3 unidades. jCudles son los
nimeros?

38. El 30% de un numero es igual al
20% de otro nimero. Averiguar cua-
les son, si ambos nimeros suman 50.

Dadas dos fracciones distintas, forma-
mos una nueva cuyo numerador es la
suma de los numeradores de las dos
fracciones dadas y cuyo denominador
es la suma de los denominadores de las
mismas fracciones.Verifique con diver-
sos ejemplos si el valor de esta nueva
fraccién esta comprendido entre los
valores de las dos fracciones iniciales.

39. Se ha recibido un determinado nu-
mero de solicitudes para un empleo. La
mitad ha sido rechazada por no cumplir
los requisitos. Otros 3 candidatos se ex-
cluyen después de la entrevista. El resto,
2/5 del nimero inicial de candidatos,
pasa a otra etapa de seleccion. jCudntas
solicitudes se recibieron?

40.Hallar la mitad de los tres cuartos
de dos tercios.

35. Halle los nimeros de dos cifras
(escritos en la forma AB) tales que, si se
les suman los 314 del propio niimero, se
obtiene el nimero BA.

41. He aqui un problema jirreal? Si, a
partir de hoy y en 35 arios, el “medio”
ambiente (1/2) actual pasa a ser un
“tercio” de ambiente (1/3),y si se sigue al
mismo ritmo de destruccion, jen cudnto
tiempo llegaremos a no tener “ningtn”
ambiente (0)?
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Respuestas
de los ejercicios propuestos

1. Las expresiones e) y h) 2. 36
libros 3. 1%, 3 %, 10 4. 49 objetos 5.
4,75; 0,46; 1,227 6. 2213/1100, 15/4,
22/45,53/997.a)5b)5/2c) 1d)400%
e) 1000% f) 60% 8.4/7,7/5, 3/2 9. No;
S110.13/20 < 2/3;26/10< 21/8; 0,45
< 5/11 11. a) 22/15 b) 3,83 c) 31/9 d)
163/315¢€) 1) 1 12. m =0, n: cualquier
entero >0 13. 3 14. a) 7/15 b) 1/2 ¢)
1/9 d)0,87¢) 1/4f)015.2 5/8 m 16.
50 kg 17. 14 1/2 afios 18. 5/48 19. 1
1/4 20. 5 litros 21. 75 22. 1/4; 1/35;
11/2; 2/3; 18/5b; 7/5; 0; 54; 3/5;
2; 15/2; 2 1/2 veces 23. 1/2 24. 3 25.
Verdaderas: a, f 26.4y 1/4 27. 45 dias
28.30% 29. 4 veces; 9 veces; 16 veces;
n? veces 30. 18 31. Mayor; menor 32.
3/5,7/10,4/5y 9/10 33. 3 kilos 34. Un
lado: 1, 1/6, 5/6; otrolado: 5/6, 1/2, 2/3;
tercerlado: 2/3,1/3,1 35.12; 24; 36; 48
36. 10 km 37. 19,20y 21 38. 20 y 30
39. 30 solicitudes 40. 1/4 41. En 105
afos (recuerde que ya hemos perdido
“medio” ambiente)




Posdata: El desarrollo del sentido numérico

La presencia del conjunto de las fracciones nos permite disponer de un nuevo
sistema de representacién para los numeros, particularmente para los decimales.
Y, consiguientemente, una alternativa adicional para realizar algunas operaciones.
Asi, por ejemplo, si tenemos que calcular (6,5)?, podemos proceder:

a) por la multiplicacién directa habitual: 6,56 x 6,6 = ... = 42,25

b) aplicando las propiedades de la multiplicacién: 6,5 x 6,5 =(6 + 0,5) x 6,56 =
6x6,56+05x6,56=39+3,256=42, 25

¢) por la via del cuadrado de una suma (Cuaderno n° 6): (6,5)>= (6 + 0,5)> = 62
+2x6x05 +(0,5)2=36+6+0,256=42,25

d) por la via del cuadrado de una fraccion: (6,5)?= (65/10)? = (13/2)? = 13%/22
=169/4=421/4 =42 + 0,25 =42,25

La capacidad para representarse un numero (como 6,5) de diversas formas,
para optar por una de ellas segun sea la operacién o actividad exigida, y para poder
operar con soltura -y mentalmente— en esta diversidad, es una de las destrezas que
tenemos que lograr. De quienes la han alcanzado se dice que han desarrollado un
marcado sentido numeérico. Y en rigor, el objetivo del aprendizaje de la aritmética
es el desarrollo del sentido numeérico de los aprendices.
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